
می دانیم که هر تابع مانند f به ازای هر x ∈ Df دقیقاً یک مقدار y به دست می دهد به طوری که y = f    (x) و زوج مرتب 
)x , y( یک نقطه در دستگاه مختصات مشخص می کند. نمودار یک تابع، شکلی است که از همهٔ این نقاط )x , y( به 

 تعداد بی شماری عضو دارد؛ لذا هیچ گاه  ازای تمام x ∈ Df ها تشکیل شده است. از آنجا که هر بازهٔ زیرمجموعهٔ 
نمی توان با قلم و کاغذ نمودار یک تابع را به طور کاملاً دقیق رسم کرد. در سال های گذشته با رسم نمودار توابع خطی 
و درجهٔ 2 به کمک نقطه یابی آشنا شده اید. در این درس با به کارگیری مطالبی که قبلاً گفته شد نقاط مهمی از نمودار 

تابع را به دست آورده و به برخی ویژگی های آن تابع پی می بریم و با استفاده از آنها شکل تقریبی تابع را رسم می کنیم.

 مثال:  اگر بدانید تابع y = f    (x) به گونه ای است که برای آن داریم:

1   ریشه های تابع f به صورت x = 1 و x = 0 و x = -2 است و f در همهٔ نقاط مشتق پذیر باشد.

= است و علامت ′    f بین دو ریشه منفی و سایر جاها مثبت است  −x
6
5

x= و 
1
2

2       ریشه های تابع ′    f به صورت 

. ( )f
−

=
6

2
5

) و  ) /f = −
1

0 6
2

و 

− منفی و در سمت راست آن مثبت  1
3

= دارد و علامت ″    f در سمت چپ  −x
1
3

3   تابع ″    f تنها یک ریشه در 

. ( ) /f − =
1

0 7
3

است و 
در این صورت نمودار تابع f را رسم کنید.

= −x
6
5

= نزولی و سایر جاها صعودی است و  −x
6
5

x= و 
1
2

 حل: از )2( نتیجه می شود که تابع f بین نقاط 

از  قبل   f تابع  تقعر  که  می شود  نتیجه   )3( از  و  تابع اند  نسبی  مینیمم  و  نسبی  ماکزیمم  نقاط  ترتیب طول  به   =x
1
2

و 

= وجود دارد لذا مماس در  −x
1
3

= رو به بالاست و چون ′    f در  −x
1
3

= رو به پایین و در سمت راست  −x
1
3

= نقطهٔ عطف این تابع است. قبل از رسم شکل می توان همهٔ اطلاعات فوق را  −x
1
3

این نقطه وجود دارد، بنابراین 
در یک جدول خلاصه کرد.

3
درس

رسم نمودار توابع
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با توجه به این اطلاعات و اینکه ریشه های تابع محل برخورد نمودار با محور x ها 
هستند نمودار تابع به صورت روبه رو است.

-4 -3 -2 -1 1 2 3 40
x

y

همان طور که در این مثال مشاهده کردیم ریشه ها و علامت توابع ′    f و ″    f کمک زیادی به رسم نمودار تابع می نماید. همچنین 
حد تابع در بی نهایت گویای رفتار و چگونگی تابع در نقاط انتهایی نموداری که رسم می کنیم است. به طور کلی برای رسم نمودار 
یک تابع، همه یا برخی از مراحل زیر را انجام می دهیم و با توجه به اطلاعات به دست آمده جدول رفتار تابع را تشکیل می دهیم و به 

کمک آن نمودار تابع را رسم می کنیم.
1  دامنهٔ تابع را مشخص می کنیم.

٢  محل تلاقی نمودار با محورهای مختصات را مشخص می کنیم )در صورت وجود(.

٣  ′    f را به دست می آوریم و با تعیین علامت آن بازه هایی که f بر آنها صعودی یا نزولی است را مشخص می کنیم.

٤  نقاط بحرانی و اکسترمم های نسبی تابع را به دست می آوریم )در صورت وجود(.

٥  ″    f را به دست می آوریم و با تعیین علامت آن جهت تقعر تابع در بازه های مختلف را مشخص می کنیم.

٦  نقطهٔ عطف تابع را مشخص می کنیم )در صورت وجود(.

٧  رفتار تابع را برای مقادیر بسیار بزرگ x و بسیار کوچک x مشخص می کنیم )در صورت وجود(.

٨  معادلهٔ مجانب های تابع را به دست می آوریم )در صورت وجود(.

٩  تنظیم یک جدول که با خلاصه کردن اطلاعات توابع f و ′    f و ″    f در آن تشخیص چگونگی شکل نمودار آسان تر شود.

10  رسم نمودار تابع با استفاده از اطلاعات قسمت های قبل.

11  در صورت نیاز از نقاط کمکی هم استفاده می کنیم.

+  ∞1
2

−
1
3

−
6
5

-  ∞x

- 	٠ 	++        	٠ 	- 	f    ′
+- 	٠ 	 +            -f    ″

f

ماکزیممنقطه عطفمینیمم

-0/60/72
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139 فصل پنجم : کاربردهای مشتق

 مثال: نمودار تابع f  (x) = x3 را رسم کنید.

 f    ′ حل: دامنهٔ این تابع تمام اعداد حقیقی است و این تابع در تمام دامنه اش پیوسته و مشتق پذیر است. حال با به دست آوردن 
و ″    f و ریشه های آنها و تعیین علامت آنها جدول رفتار تابع را تشکیل می دهیم.

f   (x)  = x3    = 0 → x = 0 → 0 , 0( محل برخورد نمودار با محورهای مختصات(

f    ′(x) = 3x2 = 0 → x = 0
f   ″(x) = 6x  = 0 → x = 0

lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞ این تابع همواره صعودی است و اکسترمم نسبی ندارد. از طرفی 

lim لذا دو انتهای نمودار در ربع های اوّل و سوم قرار دارند. ( )
x

f x
→−∞

= −∞ و 

می توان برای دقیق تر شدن شکل، نقاط بیشتری از منحنی را به دست آورد؛ مثلاً 
در اینجا نقاط )1 , 1( و )1- , 1-( نیز بر نمودار تابع واقع اند. با توجه به آنچه گفته 

شد می توان نمودار تابع y = x 3 را به صورت مقابل رسم کرد.

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y y x= 3

 مثال:  جدول رفتار و نمودار تابع f  (x) = (x   -1)2(x + 3) را رسم کنید.

 حل:
 است و این تابع همواره پیوسته و مشتق پذیر است. دامنهٔ این تابع 

f  (x) = 0 ⇒ x = 1 یا x = -3

بنابراین نقاط )0 , 1( و )0 , 3-( محل های برخورد با محور x ها است
x = 0 ⇒ y = 3

بنابراین نقطهٔ )3 , 0( محل برخورد با محور y هاست
f   ′ (x) = 2(x - 1)(x + 3) + (x - 1)2 = (x - 1)(3x + 5)

f  ′(x) = 0 ⇒ x = 1 یا = −

+ ∞0-  ∞x

++f  ′
+-f    ″

f

نقطهٔ عطف

٠
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) نقاط بحرانی اند , )−
5 256
3 27

لذا نقاط )0 , 1( و 
f   ″ (x) = (3x + 5) + 3(x - 1) = 6x + 2

( )′′ = ⇒ = −f x x
1

0
3

نقطهٔ  می دهد،  تغییر علامت   = −x
1
3

نقطهٔ  طرف  دو  در   f   ″ و  دارد  وجود   = −x
1
3

نقطهٔ  در  منحنی  بر  مماس  که  آنجا  از 

 . lim ( )
x

f x
→−∞

= −∞ lim و  ( )
x

f x
→+∞

= +∞ , نقطهٔ عطف تابع است، از طرفی  − 
 

1 128
3 27

حال با توجه به آنچه گفته شد نمودار تابع فوق به شکل روبه رو است.

+  ∞1−
1
3

−
5
3

-  ∞x

- 	٠ 	++ 	٠ 	              -            f    ′
+-    	٠              	+-f    ″

+  ∞-  ∞f

ماکزیممعطفمینیمم

256

27
128

27
٠
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a تبدیل می شود که معادلهٔ یک خط راست است و اگر c ≠ 0 و  b
y x

d d
= + اگر c = 0 و d ≠ 0 باشد معادلهٔ این تابع به صورت 

= باشد این تابع به یک تابع ثابت تبدیل می شود.
a b
c d

d ≠ 0 و 

در رسم نمودار تابع هموگرافیک توجه داریم که:

lim
x

ax b a
cx d c→±∞

+
=

+

= مجانب افقی این تابع است.
a

y
c

بنابراین 

lim
d

x
c

ax b
cx d→−

+
= +∞

+
∞- یا 

d مجانب قائم این تابع است
x

c
= − بنابراین 

) را رسم کنید. ) +
=

−
x

f x
x

2
1

 مثال: جدول تغییرات و نمودار تابع 

طرفی  از  و  است  افقی  مجانب   y  =  1 خط  لذا   ، lim ( )
x

f x
→±∞

=1 داریم  است.   { }= −fD 1 تابع  این  دامنهٔ  حل:   
، لذا x =1 مجانب قائم نمودار این تابع است.  lim ( )

x
f x

−→
= −∞

1
lim و  ( )

x
f x

+→
= +∞

1

همچنین نمودار تابع محورهای مختصات را در نقاط )0 , 2-( و )2- , 0( قطع می کند. اکنون با گرفتن مشتق از تابع خواهیم 
داشت:

( )
( )
−′ =
−

f x
x 2

3

1
  ,  x ≠ 1

و بنابراین مشتق به ازای هر x در بازه های )1 , ∞-( و )∞+ , 1( همواره منفی است و لذا تابع f در هر کدام از این بازه ها نزولی 
است. حال با گرفتن مشتق دوم خواهیم داشت.

( )( )
( ) ( )

−′′ = =
− −
x

f x
x x4 3

6 1 6

1 1
  ,  x ≠ 1

)  را  که در آن  c ≠ 0  است تابع  هموگرافیک  می نامیم. ) +
=

+
ax b

f x
cx d

تابع  
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با توجه به اطلاعات این جدول می توان نمودار این تابع را 
به صورت روبه رو رسم کرد.

) را رسم کنید. ) x
f x

x
+

=
− +
3 4
2 1

 مثال: جدول تغییرات و نمودار تابع 

y مجانب افقی این تابع است و از طرفی  = −
3
2

، لذا  lim ( )
x

f x
→±∞

= −
3
2

  است. داریم   = −  
 

D
1
2

 حل: دامنهٔ این تابع 

( , )−
4

0
3

x= مجانب قائم این تابع است. همچنین نمودار در نقاط )4 , 0( و 
1
2

، لذا  lim ( )
x

f x
−

→

= +∞
1
2

lim و  ( )
x

f x
+

→

= −∞
1
2

محورهای مختصات را قطع می کند.

( )
( )

′ =
− +

f x
x 2

11

2 1
و ≠x

1
2

 بنابراین برای هر x در بازهٔ )1 , ∞ -( داریم f   ″  (x) < 0، لذا تقعر منحنی به سمت پایین و برای هر x در بازهٔ )∞+ , 1( داریم
f   ″  (x) > 0 و لذا تقعر منحنی به سمت بالاست. جدول رفتار تابع به صورت زیر است:

+  ∞10-2-  ∞x

----y    ′
+---y    ″

y 0 -2 -  ∞ +  ∞

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-2

-1

0

1

2

3

4

6

5

7

-3

-4

x

y

y=1

x =1
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با توجه به اطلاعات این جدول و به کمک چند نقطهٔ کمکی می توان نمودار این تابع را به صورت زیر رسم کرد.

) همواره مثبت و در نتیجه تابع f در هر کدام از این بازه ها  , )+ ∞
1
2

) و  , )−∞
1
2

بنابراین مشتق به ازای هر x در بازه های 
صعودی است. حال با گرفتن مشتق دوم خواهیم داشت:

( )
( )

f x
x

′′ =
− + 3

44

2 1
و ≠x

1
2

) داریم  , )+ ∞
1
2

) داریم f   ″   >   0، لذا تقعر منحنی به سمت بالاست و برای هر x در بازهٔ  , )−∞
1
2

بنابراین برای هر x در بازهٔ 

f   ″   <   0، لذا تقعر منحنی به سمت پایین است. جدول رفتار تابع به صورت زیر است:

+ ∞1
2

0−
4
3

- ∞x

++++y    ′
-+++y    ″

−
3
2

-  ∞ +  ∞4−
3
2

y 0

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y x =1
2

y = − 3
2
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1  جدول رفتار و نمودار توابع زیر را رسم کنید.

f  (x) = 2x2 - 4x + 1 )الف f    (x) = x3 - 5x + 5 )ب	

f  (x) = -x (x+2)2 )پ ) )ت	 ) x
f x

x
−

=
−

2 1
2

) )ث ) x
f x

x
−

=
+ 3

f   (x) = 2x3 - 9x2 + 12x + 1 )ج	

. محل تقاطع مجانب های آن نقطهٔ )1 , 2( است. اگر این تابع از نقطهٔ )0 , 1-( بگذرد، ضابطهٔ  ( ) ax b
f x

cx d
+

=
+

2  فرض کنید 

تابع را به دست آورید.

3  کدام یک از نمودارهای زیر مربوط به تابع f  (x) = x3 + x -2 است.

 تمرین 

)ب()الف(

)ت()پ(

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4
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0
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4

x

y

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0
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4

x

y

5 6-2 -1 1 2 3 4

-4
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y
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