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  محمود نصیری

  Domination (dominant)   گری احاطه

ها به طور افقي يا عمودي يا قطـري   تواند به هر تعداد دفعه روي مربع ترين مهره وزير است. اين مهره وزير مي غالبدر بازي شطرنج، 
  ها در شكل زير نشان داده شده است. حركت كند. اين انواع حركت

  تواند به مربع ديگري از صفحه شطرنج برسد. قرار گرفته با يك حركت ساده نمي با وجود اين، يك وزير از جايي كه

هايي كه با دايره سـياه شـده نشـان     تواند در حركت بعدي به هر يك از خانه اي كه قرار گرفته مي در شكل زير يك مهره وزير در خانه
  ها را احاطه كند. تواند آن خص شده تسلط دارد، يا ميهاي مش داده شده است قرار گيرد، به عبارتي اين وزير بر تمام اين خانه

اي كـه بـا    اي كه قرار گرفته به هر خانه جايي وزير از خانه پس هر جابه
  شود. دايره سياه مشخص شده يك حركت مهره وزير ناميده مي

پرسشـي بـه صـورت زيـر     » كارل فردينالد دي جنـيش « 1862در سال 
  مطرح كرد؛

ر روي صفحه شطرنج را تعيين كنيد به طـوري  ترين مهره وزي تعداد كم
  مطمئن باشيم هر مربعي مورد حمله حداقل يك وزير قرار گيرد ،كه

  توانيم رسم كنيم. به عنوان روشي براي حل مسأله گراف زير را مي

گيريم  هر مربع صفحه شطرنجي را به عنوان رأس يك گراف در نظر مي
  رأس داريم. 64پس گرافي با 

  

هاي متنـاظر   ناميم، اگر و فقط اگر مربع ف دو رأس را مجاور ميدر اين گرا
  دو به هم متصل شوند. آن دو با يك حركت مهره وزير بتوانند دوبه

 dو  bهاي  و رأس cو  aهاي  همچنين رأس dو  a هاي مثلاً در شكل رأس
هاي قطري، قائم و افقي بـه هـم    ها به ترتيب با حركت مجاوراند. اين رأس

  مجاور نيستند. dو  cو همچنين  cو  bيا  bو  aهاي  د. اما رأسان مربوط

  
  

در  توانـد احاطـه شـود.    تواند به وسيله آن رأس احاطه شود. هر رأس نيز توسط خودش مي گوييم مي هر رأس را كه مجاور يك رأس باشد
هـاي   هر رأس گرافي كه متناظر خانه ،اند مشخص شده ها ها با مهره رأس كه آن 5كنيد كه با انتخاب  هاي بعدي دو نمونه را مشاهده مي شكل

  آيد.  دست مي به جنيشاز اين پنج رأس مجاور است. بنابراين يك كران بالا براي پاسخ به پرسش شطرنج است، حداقل با يكي 
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نمونه ديگري را در  ،يق كنيدآن را تحق ،هاي شطرنج را مورد حمله قرار داد توان تمام خانه مي ،با پنج مهره نشان داده شده زيردر شكل 
  كنيد آن را با پاسخ داده شده مقايسه كنيد.  شكل بعدي مشاهده مي

  

  

  

  

  

  

  

 و  ، ، ،  تواند واقع شود پنج مهره وزير را بـه   هايي مي كنيد كه هر خانه مورد حمله چه مهره مشاهده مي زيردر شكل 
  ايم. نشان داده

  

مورد حمله وزير ديگـري   تواند وزيري آيا در اين شكل مي
  قرار گيرد؟

  

  

  

  

  

  

  Transmitting (Radio) Stations  های رادیویی ایستگاه
  

هـايي   خـواهيم ايسـتگاه   شهر مطابق شكل قرار دارند، مـي  8فرض كنيم 
توانـد از شـهر    راديويي در بعضي از اين شهرها بسازيم. هـر شـهر مـي   

هـاي   قل ايسـتگاه همسايه يا مجاور خود مطابق شكل استفاده كند حـدا 
  ساخته شده چقدر است؟

 aو خـود   fو  u ،bدهنـد. شـهرهاي    ساخته شوند تمام شهرهاي مجاور را پوشـش مـي   eو  aها در شهرهاي  مطابق شكل اگر ايستگاه
احاطـه   eتوسـط شـهر    eهمچنـين خـود    dو  g ،cشوند به همـين ترتيـب شـهرهاي     شوند يا احاطه مي پوشش داده مي aشهر توسط 
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Vشوند. اگر وند يا در بيان اين مسأله، پوشش داده ميش مي {a,b,c,d,e, f ,g,u} هاي يك گراف در نظـر بگيـريم،    را مجموعه رأس
Sهاي مجموعه رأس {a,e}  طوري است كه هر رأسV  مجاور رأسي ازS هاي بعدي است. است. چنين ويژگي هدف تعريف  

  طور مستقل شروع شد.  به (Ore)توسط  1962و در سال  (Beege)توسط برگ  1958ها در سال  اطر در گرافهاي اح مطالعه مجموعه

  Domination Set گر احاطههای  مجموعه

 vناميديم هرگاه يالي از  Gاز  aرا مجاور رأس  Gاز  vباشد، رأس  Eهاي  و مجموعه يال V هاي گرافي با مجموعه رأس Gفرض كنيم 
  باشد. E(G)متعلق به  vaشته باشد، يعني يال وجود دا aبه 

  كند. هاي مجاور را احاطه مي ، خودش و اين رأسvگوييم رأس  است  Gهايي از  مجاور رأس يا رأس Gاز گراف  vوقتي يك رأس 
  

uشود هرگاه  احاطه مي Gاز vتوسط رأس Gاز گراف uبنابراين؛ گوييم يك رأس v ياuv E(G)  يعنـي ،
  رسم شده باشد. vبه uيالي از

 

لاً يك زيرمجموعه از خواهيم اين مفهوم احاطه شدن را براي ك حال مي
  تعريف كنيم. Gهاي گراف  مجموعه رأس

Vهـاي   با مجموعه رأس Gدر شكل يك گراف  {a, b,c,d,e,u, v} 
  مفروض است.

و  a ،bسه رأس خودش و  vپس رأس  ،هستند vيا منطبق بر  vچه كه بيان كرديم هر كدام مجاور رأس  آن بنا بر vو  a ،b ،cهاي  رأس
c به همين ترتيب رأس  ،ه كرده استرا احاطu  سه رأسc ،d  وe  و خودu  را احاطه كرده است. اگـرS {v, u}   را در نظـر بگيـريم، 

، S عضـوهاي اسـت، يعنـي تمـام     Gاست يـا مجـاور رأسـي از      Sكه انتخاب كنيم يا متعلق به  Gكنيم كه هر رأس گراف  مشاهده مي
  اند پس تعريف زير را داريم؛ كرده را احاطه Vيعضوها

Sباشـد، در ايـن صـورت     Vاي از  زيرمجموعـه  Sو  Gهـاي گـراف    مجموعـه رأس  Vفرض كنيم  تعريف: V   را يـك
  مجاور باشد. Sاي ه باشد يا حداقل با يكي از رأس Sيا متعلق به  Gناميم هرگاه هر رأس گراف  مي Gگر  مجموعه احاطه

Sاگر دوباره به مثال قبلي برگرديم كه {v, u} گاه آن،V S {a,b,c,d,e} ،  حال اگر هر رأسي ازV S    را در نظر بگيـريم مجـاور
Vهاي  است. پس تمام رأس Sرأسي از  S هاي توسط رأس S هاي  سشوند، خود رأ احاطه ميS  نيز طبق تعريف خودشان را احاطه

  گر را به صورت زير نيز بيان كنيم؛ توانيم تعريف مجموعه احاطه كنند. بنابراين مي مي
  

Sو  Gهاي گراف  مجموعه رأس Vاگر  V در اين صورت ،S گر گـراف   را يك مجموعه احاطهG  ـ  مـي  اه هـر  نامنـد هرگ
Vرأس  S  حداقل مجاور يك رأسS .باشد  

Sبنابراين تعريف، {v,u} گر گراف  يك مجموعه احاطهG ال قبلي يعني شـكل  در مث
ز دهيم تا ا نشان مي گر باشد آن را با نماد  يك رأس احاطه v) است. وقتي رأس 1(

  هاي مجاور متمايز باشد. ساير رأس

)1( 
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  گر پيدا كنيد. رسم شده يك مجموعه احاطه Gدر گراف 

هـايي در مجـاور آن    هايي را انتخـاب كنـيم كـه رأس    بايد رأس 
تـري مجـاور    هاي بيش كنيم كه رأس باشند معمولاً رأسي را انتخاب مي

را احاطـه   uو  a ،cهاي  تواند خودش و رأس مي bآن باشند، مثلاً رأس 
را احاطـه   yو  d ،vو سـه رأس   شد، خـو zكند. به همين ترتيب رأس 

كدام از ايـن دو   توسط هيچ Gاز  xكنيم كه رأس  كند، اما مشاهده مي مي
بايد خودش را احاطه كنـد در   xشوند پس خود رأس  رأس احاطه نمي

Sنتيجه، {b,z, x} گر گراف  يك مجموعه احاطهG .است  

Vيا هر رأس ازآ S مجاور حداقل يك رأسS است؟  

Sاسـت. آيـا    Sاست يا مجاور رأسي از  Sانتخاب كنيم يا متعلق به  Gدر گراف  Vهاي  از مجموعه رأس Vاگر هر عضو  {d,u, y} 
  است چرا؟ Gگر  هم يك مجموعه احاطه

  باشد؟ چرا؟ Gگر  عضو پيدا كنيد كه يك مجموعه احاطه اي با دو توانيد مجموعه آيا مي

توانـد   گر دو عضوي داشـته باشـد حـداكثر مـي     است. اگر يك مجموعه احاطه 3ترين درجه در آن  است و بزرگ 9گراف از مرتبه  اين
 4 2   را احاطه كند چرا؟ Gرأس  8

  گر دو عضوي داشته باشد. احاطه ند مجموعهتوا ماند. در نتيجه نمي باقي مي Gپس يك رأس 

 Open and Closed Neighborhood  گر های باز و بسته یک رأس و مجموعه احاطه همسایگی

با يالي به هم متصل شده باشند. اكنـون بـا توجـه بـه      vو  uگوييم هرگاه  uرا مجاور رأس  vكنيم كه در يك گراف رأس  يادآوري مي
  كنيم. مفهومي به نام همسايگي را تعريف ميمفهوم رأس مجاور يك رأس، 

  دهيم. نشان مي N(v)ناميم و به  مي vرا يك همسايگي باز  Gاز گراف  vهاي مجاور يك رأس  مجموعه همه رأس تعريف:

  دهيم. نشان مي N(v)را به  v تعداد عضوهاي همسايگي باز

N(v)واضح است كه  deg(v).  

N(v) {v}  را يك همسايگي بستهv ناميم و به  ميN[v] 1 دهيم. نشان ميN(v) deg(v)   

Sباشد و  Gهاي گراف  مجموعه رأس Vاگر  Vگاه  ، آن
v S

N(S) N(v)


 وعه همسايگي باز مجموعه ، مجمS .است  

N[S]همچنين،  N(S) S   همسايگي بسته مجموعهS .است  

  در گراف شكل مقابل، اگر:

  S {u, v}  
  N[v] {v,a,c,d}           ،N(v) {a,c,d}  

a

c

v

y x

u

bd

z

u v

b a

d

c



  
  
5  

      N[u] {u,b,c}      ،      N(u) {b,c}  

    N(S) N(v) N(u) {a,c,d,b}   

    N[S] N(S) S {a,c,d, b,u, v} V    
N[S]ها  را كه در آن Vاز  Sهايي مانند  زيرمجموعه V تري دارند و موضوع بحث بعدي است. اهميت بيش  

، Gاز  vكند، يعني يك رأس  ها را احاطه مي اين رأس vگوييم رأس  هستند vبسته رأس   همسايگي Gهايي از يك گراف  وقتي رأس
  كند. به عبارت ديگر؛  اش را احاطه مي خودش و هر همسايگي

  

، vكنـد. در ايـن صـورت رأس     هـاي بسـته خـودش را احاطـه مـي      يعني همسـايگي  G ،N[v]از گراف  vرأس 
deg(v)1  رأسG كند. را احاطه مي  

  

را احاطه كنند  Vيعني  Gهاي  بتوانند تمام رأس Sباشد و عضوهاي  Gهاي يك گراف  رأس مجموعه، Vاي از  زيرمجموعه Sحال اگر 
  است. Gگر  را يك مجموعه احاطه Sگاه  آن

  بنابراين تعريف زير را داريم؛
  

S V(G) گر  يك مجموعه احاطهG ؛ گر و فقط اگراست اN[S] V  
  

Sدر شكل {w,u, x}1 گر  يك مجموعه احاطهG .است  

N[S ] N[u] N[w] N[x] {u, t, v} {w, v, t, z, y} {x, v, y} V  1       

  S 1 3  
  

Sدر همين مثال،  {v, w}2 گر است كه  نيز يك مجموعه احاطهS 2 2 ،  

  N[S ] N[v] N[w] {v, u, w, x} {w, t, z, y} V  2    
  

  

Sدر اين شكل  {x, y, w}3 زيـرا   ،باشـد  گر نمي يك مجموعه احاطه
  باشد. نمي S3هاي مجاور هيچ رأسي از رأس uرأس 

  N[S ] N[x] N[y] N[w] {x, v, y, w,z, t} V  2    
N[Sكنيد كه مشاهده مي   باشد. Gگر تواند مجموعه احاطه باشد پس نمي نمي Vبرابر 2[
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  چند ویژگی

 شود. گري براي هر گراف تعريف مي هاست. بنابراين مجموعه احاط Gگر  خودش يك مجموعه احاطه Vهاي مجموعه  رأس .1

Sباشند به طوري كه  Gهاي گراف  مجموعه از رأس دو Tو  Sاگر  .2 T اگر .S گر  يك مجموعه احاطهG گـاه   باشد، آنT 
 است. Gگر  نيز يك مجموعه احاطه

vفرض كنيم  .3 V  رأسي از گرافG  از مرتبهn    باشد، در ايـن صـورت{v} 
1deg(v)است، اگر و فقط اگر  Gگر  موعه احاطهيك مج n . 

  

kباشد،  kبرابر  Gاگر درجه هر رأس گراف  .4 deg(v) 1تواند گاه هر رأس گراف مي آن k  رأس گرافG .را احاطه كند 

   Minimum dominating set and domination number   گری مینیمم و عدد احاطه گر مجموعه احاطه

را  عضـو ترين تعـداد   گر خودش است كه بيش يك مجموعه احاطه Vزيرا خود  ،گر ماكسيمم جذابيتي ندارد پيدا كردن مجموعه احاطه
  گر مينيمم مهم است. اما مجموعه احاطهدارد، 

هــاي  مجموعــه مطــابق شــكل اســت. 11از مرتبــه  Gگــراف  
  پيدا كنيد. Gگري براي  احاطه

  

  

S) مجموعـه  1در شكل (  {b,e, y,u}1    يـك زيرمجموعـهV 
  با چهار عضو است. Gبراي  گر عه احاطهاست كه يك مجمو

  

  

S )2در شكل ( {b, v, x, y}2 عضـوي   4 گـر  نيز يك مجموعه احاطه
تـر   كم عضوبا تعداد  گر توانيد يك مجموعه احاطه يا مياست آ Gبراي 
  پيدا كنيد؟ Gبراي 

  

S)، 3كنيد كه در شكل ( با كمي دقت مشاهده مي {a, v, x}3  نيز يك
اسـت. آيـا مجموعـه     Gگر سـه عضـوي بـراي گـراف      مجموعه احاطه

  پيدا كنيد؟ Gتوانيد براي  عضو مي 3تر از  گري با كم احاطه
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عضـو   3تر از  گري با كم كه مجموعه احاطه د با يك استدلال منطقي نشان دهيدتواني به طور شهودي شايد پاسخ شما منفي باشد، آيا مي
  وجود ندارد؟ Gبراي 

نـاميم چـون هـر رأس     مـي  qو  pاحاطه كـرد ايـن دو رأس را    Vهاي  عضوي از رأس 2را با يك مجموعه  Gگراف  د بتوانفرض كني
deg(p)1  يـن دو رأس حـداكثر  ا كنـد، پـس   رأس را احاطه مـيdeg(p) deg(q) deg(p) deg(q)     1 1 را احاطـه   Vرأس  2

(G)اما ماكسيمم درجه در اين گراف ،كنند مي    است پس 4

  deg(p) deg(q)     2 2 4 4 10  
لااقل يك رأس آن به وسيله  در نتيجه ،است 11تبه از مر Gگراف  اما ،را احاطه كنند Vرأس  10توانند  پس حداكثر اين دو رأس مي

  توان اين گراف را احاطه كرد. نمي Gهاي  شود. پس با هيچ مجموعه دو عضوي از رأس احاطه نمي Gهيچ رأسي از 

Sدر نتيجه گوييم  {a, v, x}3 ترين عضو يا مينيمم براي گراف  گر با كم يك مجموعه احاطهG ه تعريف زير را داريم؛است. در نتيج  

هـاي   نـاميم هرگـاه در بـين مجموعـه     گر مينيمم مـي  را مجموعه احاطه Gگر گراف  يك مجموعه احاطه تعريف:
گـري   گر مينـيمم را عـدد احاطـه    ترين عضو را داشته باشد. تعداد عضوهاي اين مجموعه احاطه كم Gگر  احاطه
  دهيم. آن را نشان مي (G)ناميم و به  مي Gگراف 

(G)  را نامند. مجموعه نيز مي  

iSگاه، باشد آن Gگر گراف هر مجموعه احاطه iSاگر 



i(G)گر است يك مجموعه احاطه Min | S |  


.   

G ،Sاز  Xگر  هرگاه به ازاي از مجموعه احاطه ،نامند را مينيمم مي Gاز  Sگر  به عبارت ديگر، يك مجموعه احاطه X.  

  ها ویژگی

 شود. گري براي هر گراف تعريف مي گر خودش است، عدد احاطه همواره يك مجموعه احاطههاي يك گراف  چون مجموعه رأس .1

آيد. يعنـي، در گـراف    است كه مينيمم نيز به حساب مي Gگر  تنها مجموعه احاطه v(G)در اين صورت  ،باشد nKگراف تهي  Gاگر  .2
n  ،(G)از مرتبه  n   اگر و فقط اگرG  گراف تهيnK باشد. 

 باشد. 1nاز درجه  vشامل يك رأس  Gاست اگر و فقط اگر  1گري  داراي عدد احاطه nاز مرتبه  Gيك گراف  .3

1 1(G) deg(v) n      :G  از مرتبهn است  

vكه  {v}در اين حالت  V ر مينيمم است.گ يك مجموعه احاطه  

1n گر گراف باشد. هر رأس به تواند يك مجموعه احاطه گراف كامل هر رأس مي در هر نتيجه:  .رأس ديگر متصل است  

  

گر مينيمم فقط يك  بنابراين، در هر گراف كامل مجموعه احاطه
  گري برابر يك است. عضو دارد، يعني عدد احاطه

  
v

v
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  باشد.  اره درست نمياما عكس آن همو

1nكه درجه يك رأس  nزيرا در هر گرافي از مرتبه    ،1باشد(G) .  

1كـه  kباشد همـواره بـه ازاي هـر عـدد صـحيح      nگرافي از مرتبه Gاگرـ 4 k n      گرافـي وجـود دارد كـه
(G) k    

nهاي آن را، باشد مجموعه رأس nگرافي از مرتبه Gفرض كنيم nV {a ,a ,a , , a ,a } 1 2 3 1 ناميم. اگر ميG اف تهـي گرnK   ،باشـد
(G)واضح اسـت كـه   n     حـال اگـر فقـط يـال .a a1 nرا رسـم كنـيم،   2 2   همـه منفـرد هسـتند، داراي عـدد      كـه  رأس بـاقي مانـده

nگري احاطه 2 نون باشد. اك ميv {a ,a }1 1 (G)گـري   است پس در اين گراف كلاً عـدد احاطـه   1گري  داراي عدد احاطه 2 n  1  
aاست. به همين ترتيب اگر يال  a3 (G)را رسم كنيم 4 n  2  خواهد بود و تاn

nkتوان ادامه داد. بنابراين تا حالتي كه  مي 2  ايـن   2
nkشود. حال اگر  عدد مشخص مي 1 (G)توان گرافي همبند پيدا كرد كه  همواره مي 2 k   كنيم. در مثال بعدي آن را دنبال مي  

nk1كه  kو  nصحيح ثابت كنيد براي هر دو عدد   2   همواره يك گراف همبند از مرتبهn  وجود دارد كه(G) k .  

nگراف كامل   kK   شاملn k  رأسn k{v , v ,..., v }1 nكنيم واضح است كه  را رسم مي 2 k(K )  1.  

kuرأس جديد،  kاكنون  ,u ,..., u1 iيال جديد  kآيد، سپس  پديد مي nاز مرتبه  Gكنيم پس گراف همبند  را به آن اضافه مي 2 iv u   كـه
ni k  1 kuهاي  كنيم پس از همه رأس را رسم مي 2 ,..., u , u2 nرأس  kكه  1 kK  ممكن است به رأسي از  .رسم شده است ييال

kچون  ،آن يالي متصل نشده باشد n k      گـر   چرا؟ پس كـافي اسـت مجموعـه احاطـهG   را همـانk  رأس ازn k  رأسn kK  
(G)در اين صورت  ،خاب كنيمانت k .  

nفرض كنيد ، مثال عددي  nkو  9  1  ـ52 هـر يـك از    kس ، پ
,اعداد  , ,1 2 3 kتواند اختيار شود. فرض كنيم  مي 4  در نظر بگيريم.  4
Kاف كامل پس گر K 9 4   گيريم. را در نظر مي 5

  

(K ) 5 uرأس  4. اكنون 1 ,u , u , u1 2 3 vهاي  كنيم. يال اضافه مي K5را به گراف  4 u , v u , v u , v u1 1 2 2 3 3 4 كنيم. گراف  را رسم مي 4
(G)آيد كه  پديد مي 9از مرتبه  Gهمبند   4.  

n ،nگرافي از مرتبه   4  مشخص كنيد كه در آن(G) 2 .  

  ها را به هم وصل كنيد. هاي ستاره رسم كرده رأس يا ستارهكافي است دو گراف  

  deg(u) n k  1        وdeg(v) k 1  

  N[v] N[u] V         وN[u] n k         وN[v] k  
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  Minimal Dominating Set  گر مینیمال مجموعه احاطه

  باشد. Gگر گراف  يك مجموعه احاطه Sفرض كنيم 

  احاطه شده است. S حداقل به وسيله يك رأس Gبنابراين، هر رأس 

ز ين Sها به وسيله رأس ديگري از  احاطه شده باشند و در عين حال اين رأس Sاز  vهايي به وسيله رأسي مانند  ممكن است رأس
Sرا احاطه كند يعني،  Gهاي  رأس vاحاطه شده باشند. در اين حالت نيازي نيست  {v} گر  نيز يك مجموعه احاطهG ست.ا  

  گر باشد. باز هم يك مجموعه احاطه مانده يباق Sحذف شود و مجموعه  Sتواند از  مي Vبه عبارت ديگر، رأس 

  

  

  

  

S)، 1در شكل( {u, w, v}گر است اما اگر رأس يك مجموعه احاطهv را ازS كنيد كه حذف كنيم مشاهده ميS S {v} {u, w}  1 
Sاست و Gگر  حاطهنيز يك مجموعه ا S1 حتي .S1 يك زيرمجموعه محضS .است  

پيدا  S1اي مانند  گر آن را به همين ترتيب حذف كنيم تا مجموعه ، يك مجموعه احاطهSهايي از  ممكن است در گرافي بتوانيم رأس
  باشد. Gگر  احاطه مجموعهشود كه يك 

  گر مينيمم است. بنابراين تعريف زير را داريم: مجموعه احاطه S1اين بدان معني نيست كه 
  

گـر   يك مجموعه احاطـه  Sرا مينيمال گويند، هرگاه هيچ زيرمجموعه محض  Gاز گراف  Sگر  يك مجموعه احاطه تعريف:
G  هاي  گر مينيمال است هرگاه با حذف هريك از رأس گر، يك مجموعه احاطه مجموعه احاطهنباشد. يا به عبارت ديگر يك

  گر نباشد. آن ديگر مجموعه احاطه
  

گر  اي احاطه باشد. يعني ممكن است مجموعه گر مينيمم، مينيمال است، اما عكس آن در حالت كلي صحيح نمي احاطههر مجموعه 
  يمم نباشد.گر مين مينيمال باشد اما مجموعه احاطه

  كنيد. را مشاهده مي C8در شكل گراف دوري

S {v , v , v , v } 1 2 5  Sاز گـر آن اسـت. اگـر هـر رأسـي      يك مجموعه احاطه 6
  گر نخواهد بود. ، يك مجموعه احاطهمانده يباقحذف كنيم، مجموعه 

Sيعني، {v , v , v , v } 1 2 5 ر مينيمـال اسـت آيـا فكـر     گ ـ يك مجموعه احاطـه  6
  باشد؟ گر مينيمم نيز مي مجموعه احاطه Sكنيد  مي

  

v1

v5

v2

v4

v3

v6

v7

v8

(c )8

u v

yx z

t

w

u v

yx z

t

w

(1) (2)
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كند، اكنون  را احاطه مي v8و v2هاي ، رأساين رأس ،را اختيار كنيد v1يك رأس
را به عنـوان رأس دوم مجموعـه    v4اگر رأس گرد به طور دوري در جهت ساعت

توانيم با گذشتن  مي ،كند را نيز احاطه مي v5و v3هاي گر انتخاب كنيم رأس احاطه
ــه   ــر بــه رأس احاط ــه رأس     از دو رأس ديگ ــوم برســيم ك اســت  v7گــر س

Dسپ {v , v , v } 1 4   گر سه عضوي اين گراف است. يك مجموعه احاطه 7

  گري با دو عضو نيز دارد؟ چرا؟ آيا اين گراف مجموعه احاطه

 8اما اين گراف  ،تواند احاطه كند رأس اين گراف را مي 6گر داشته باشد حداكثر  پس اگر دو رأس احاطه ،هر رأس از درجه دو است
Dتواند داشته باشد در نتيجه،  گر دو عضوي نمي جموعه احاطهرأس دارد پس م {v , v , v } 1 4 و  C8گر مينيمم  يك مجموعه احاطه 7

  البته مينيمال نيز خواهد بود.

  نايي داريد.و سه منتظم است آش 10كه گرافي از مرتبه  (Petersen)با گراف پترسن 

  مينيمال و مينيمم براي آن پيدا كنيد؟ گر هاي احاطه توانيد مجموعه ا ميآي

  

Aهــاي مجموعــه  {a, b,c,d,e} وB {i, j, h,g, f}  هــر دو
  باشند. مي Gگر احاطه يها مجموعه

هسـتند، امـا    Gگر مينيمـال   هاي احاطه مجموعه ،و در عين حال هر دو
  .باشند ينمم مينيم

A ،Aمجموعـه   از aتوانيد نشان دهيـد كـه بـا حـذف رأس      مي {a} 
باشد، زيرا  گر نمي است كه ديگر مجموعه احاطه Aزيرمجموعه محض 

Aهيچ رأس {a}  همسايهf باشد. به همين ترتيب  نميB  مجموعـه ،
  گر مينيمال است. اطهاح

  ؟دپيدا كني Pتر براي گراف  گري با تعداد عضوهاي كم مجموعه احاطه توانيد اكنون آيا مي

گر حداكثر  پس هر رأس يك مجموعه احاطه ،عضو داشته باشد. چون سه منتظم است kگري با  فرض كنيم اين گراف مجموعه احاطه
تواند مي 1 3 kرأس دارد پس 10احاطه كند اما گراف پترسنرا  Pرأس 4 4 kيعني  10  10

kترين مقدار آن كه كم 4    است. 3

مينيمم با عـدد   گر داراي يك مجموعه احاطه پس امكان دارد اين گراف
  سعي كنيد آن را پيدا كنيد. باشد. 3گري  احاطه

Dكنـيم كـه    مشاهده مـي  hو  a ،iبا انتخاب سه رأس  {a,i, h}   يـك
(p)و چـون  گر مينيمال است  مجموعه احاطه  (p)پـس   3  و  3

D گر مينيمم گراف پترسن است. يك مجموعه احاطه  

  ريخت با نمودار قبلي است. كه يك ،توانيم نشان دهيم نيز مي مقابلهاي  صورتاين گراف را به 

v1

v5

v2

v4

v3

v6

v7

v8

a

b

cd

e

f

g

hi

j

a

b

cd

e

f

g

hi

j

a

b
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  تر است. گر مينيمال ساده پيدا كردن مجموعه احاطه ،C9با استفاده از يك گراف دوري ) 1(در شكل 

  كنيد. نمونه ديگري از گراف پترسن را مشاهده مي) 2در شكل (

  

  

  

  

  

  

 Bipartite Graphsگری  دو بخشی و احاطه های گراف

قابل تفكيك  ،هاي آن را به دو مجموعه جدا از هم هايي هستند كه مجموعه رأس ها كه كاربردهاي متعددي نيز دارند، گراف نوعي از گراف
دهنده چهار فرد  نشان Dو A ،B،Cهاي دهنده سه شغل مختلف و رأس در يك گراف نشان zو yو xهاي باشند. فرض كنيد رأس مي

را  zو xهاي توانند شغل فقط مي C،Dو x،yهاي توانند شغل فقط مي Bو Aمثلاً  هايي را اختيار كنند، توانند شغل كه هر يك مي ،باشند 
  توانيد نمايش آن را مشاهده كنيد.  اختيار كنند. مي

  

  

  

Vهاي ها اهميت دارد آن است كه مجموعه رأس چه كه در اين نوع گراف آن {A, B,C,D}1  وV {x , y , z}2  ،مجزا از هم هستند
وجود ندارد، به اين معني كه افراد هيچ  V2هاي چنين هيچ يالي بين مجموعه رأس و همV1هاي يعني هيچ يالي بين مجموعه رأس

جا ارتباط بين هر فرد و هر شغل مد نظر است. چنين  ها نيز ارتباطي با هم ندارند، در اين چنين شغل ارتباطي با هم ندارند و هم
  نامند. بنابراين تعريف زير را داريم:  مي هاي دو بخشي هايي را گراف گراف

هاي آن بتواند بـه   مجموعه رأس V(G)نامند هرگاه،  را يك گراف دو بخشي مي 2حداقل از مرتبه  Gيك گراف   تعريف:
 2Vرا به رأسي از  1Vرأسي از  Gهاي  طوري كه، هر يك از يال افراز شوند به 2Vو 1Vدو زيرمجموعه غيرتهي، مجزاي

  وصل كند.  

V1 وV2 يهاي بخش و دوتاي مجموعه(V , V )1   شوند.  دو بخشي ناميده مي 2

  است.   K1ترين گراف دو بخشي گراف ساده

Vفرض كنيم { , , }1 2 3 Vو5 { , , , , }2 4 6 8 9   باشد كه گرافيGاگر10

  V(G) V V 1 2   

e b

gj

hi

cd
f

a

(1)(2)

f
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e b

cd

hi

gj
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2v  و




2باشد و بخش 1vبر  2v Vو 1 2 1 1E(G) v v | v V    

  گراف دو بخشي است؟ آن را رسم كنيد.  G آيا
  

  خشي تبديل كرد؟توان به يك گراف دو ب را مي C5آيا گراف

aمسلماً پاسخ منفي است، زيرا اگر  V b,eگاه بايد آن 1 V cسپس بايد 2 ,d V يالي وجود  dو cاما اين امكان ندارد، زيرا بين  1
aطور دوري در يك جهت حركت كنيم، اگر  توانيم به يدارد، يا م V bگاه بايد آن 1 V cسپس  2 V dو 1 V و بالاخره بايد  2

e v   طور كلي؛ شوند كه امكان ندارد، زيرا يالي بين آن دو وجود دارد. به مي V1هر دو متعلق به e1و aباشد اما 1

  طول فرد نباشد.   يك گراف دو بخشي باشد آن است كه شامل دور به Gكه گراف شرط لازم و كافي براي آن

  Complete bipartite graphف دو بخشی کامل گرا

1هاي گراف دو بخشي با بخش 2(V , V   باشد. 2Vمجاور هر رأس  1Vنامند هرگاه هر رأس  را گراف كامل دو بخشي مي (

|اگر V | p1 و| V | q2 گاه اين گراف كامل دو بخشي را به آنp,qK دهند. مثلاً نشان مي,pK1  .يك ستاره است  

  

  

  
  

  گری  گراف دو بخشی و احاطه

ا اگر گراف دو بخشي كامل باشد به باشد ام ها مي هاي دو بخشي مانند ساير گراف گري در گراف گر و عدد احاطه تعيين مجموعه احاطه
  شود.  سادگي مشخص مي

qطوري كه باشد به p,qkگراف دو بخشي Gفرض كنيم p 1 .  

qاگر  p,q(k  گاه، آن1 )  1  

p,q(k  صورت،  در غير اين )  2  

pاگر  qو 2  گر فقط  كافي است براي انتخاب مجموعه احاطه 2
هاي  هاي اولي و يك رأس از مجموعه رأس يك رأس از مجموعه رأس

گر مينيمم و حتي مينيمال  دومي انتخاب كنيم. بنابراين مجموعه احاطه
  ضوي است.دو ع

  p,q
Min(p,q)

(k )
min{p,q}

   

1 1
2 2  
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nكه nتوانيم براي هر گراف مرتبه هاي دو بخشي مي كمك گراف به  (G)گر مينيمم با  هاي احاطه مجموعه ،4  پيدا كنيم كه  2
  ها بيش از دو است.  تعداد آن

  

pگر مينيمم چند تا است؟ فرض كنيم هاي احاطه اين مجموعهتعداد  q .  

  درست است؟  pqآيا پاسخ 

  
  

  مینیمال گر هایی از مجموعه احاطه ویژگی

 باشد، هرگاه؛ مينيمال نمي Gاز  Sگر  تعريف هر مجموعه احاطه بنا بر .1

.I شامل حداقل يك رأسv  باشد به طوري كهS {v} گر  يك مجموعه احاطهG  ،باشد 

.II يك زيرمجموعه محضS گر مينيمال  يك مجموعه احاطهG .باشد  

تبديل كرد. زيرا اگر مينيمال نباشـد بـا حـذف    گر مينيمال  توان به يك مجموعه احاطه گر يك گراف را، مي بنابراين؛ هر مجموعه احاطه
 ها متناهي هستند. در نتيجه؛ تواند به مينيمال تبديل شود. توجه داشته باشيد كه تعداد رأس ها مي رأس يا بعضي رأس

  مينيمال است.  گر هر گراف همواره شامل يك مجموعه احاطه  .2

  مطابق شكل رسم شده است. Gگراف  

  است. 4درجه آن  يممكسمااست و  9مرتبه گراف 

Sآيا  {a,b,c,e} گر است؟ يك مجموعه احاطه  

  است؟ Gيك مجموعه مينيمال  Sبه سادگي مشخص است كه پاسخ مثبت است. اكنون آيا  

Sزيرمجموعه محض S {b} {a,c,e}     ازS گر نيز يك مجموعه احاطهG  است، پسS آيـا  باشـد. اكنـون    مينيمال نميS   مينيمـال
  باشد؟ G گر  اي احاطه پيدا كنيد كه مجموعه S   محض از اي توانيد زيرمجموعه است؟ آيا مي

  اي وجود داشته باشد بايد حداكثر دو عضوي باشد. اگر چنين مجموعه

را احاطه كند و يـك رأس   Gهاي  عضو از رأس 8تواند  دو عضوي حداكثر مياست پس اين مجموعه  4ماكسيمم درجه در اين گراف 
(G)در نتيجه  ،گر با حداكثر دو عضو وجود ندارد ماند. بنابراين در اين گراف هيچ مجموعه احاطه باقي مي  Sو چون  3  پس  3

S گر مينيمال  موعه احاطهيك مج G  گر مينيمم ديگري براي  هاي احاطه سعي كنيد مجموعه .باشد نيز مياست كه مينيمم G .پيدا كنيد  

  هاي بدون رأس منفرد است. كنيم. كه در رابطه با گراف گر بيان مي هاي احاطه اكنون قضيه مهمي را در مورد مجموعه

Vكه Gدر گراف {a , b ,c ,u , v}  كنيـد كـه   مشاهده مـيS {u , v} 
  گر مينيمم و در نتيجه مينيمال است. اكنون مجموعه  يك مجموعه احاطه

a
b

c

d e f

x
y

z

(G)
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S V S {a , b ,c}     مكملS، آيا  ،را در نظر بگيريدS گر عه احاطهيك مجموG  است؟  

اكنـون در قضـيه    ،باشد در حالت كلي نيز درست است است. اين اتفاقي نمي Gگر  نيز مجموعه احاطه Sبه سادگي مشخص است كه
  كنيم.  زير آن را ثابت مي

)1با رأس غيرمنفرد باشد يك گراف  Gفرض كنيم  قضيه: (G) )   اگرS    گـر مينيمـال    يـك مجموعـه احاطـهG   ،باشـد
Sگاه  آن V S    مكملS، گر  نيز يك مجموعه احاطهG  است كهV هاي  مجموعه رأسG .است  

Sفرض كنيم اثبات: V گراف گر مينيمال يك مجموعه احاطهG خواهيم ثابت كنيم باشد. ميV Sگر يك مجموعه احاطهG  اسـت. آن
Vكنيم. فرض كنيم را به برهان خلف ثابت مي S گر مجموعه احاطهG گـر عضـوهاي خـودش را احاطـه     ن هر مجموعه احاطهنباشد، چو  

Vكند، پس اگر مي S گر نباشد، رأسي مانند احاطهv ازS وجود دارد كه توسطV S شود. بنابراين احاطه نميv     مجـاور هـيچ رأسـي از
V S باشد. اما نميS گر يك مجموعه احاطهG است پس هر رأسV S مجاور رأسي ازS جز بهv است، يعني هر رأسV S  توسط
Sرأسي از {v} شود. از طرفي طبق فرض احاطه ميvرأس منفردG چنين مجاور رأسي از باشد، هم نميV S  ـ   نيز نمـي  د باشـد پـس باي

Sمجاور رأسي از {v}   يعني بايد ،باشدv نيز توسطS {v} بايد، احاطه شود. در نتيجهS {v} گر يك مجموعه احاطهG  باشد، اما اين
Vمتناقض است. در نتيجه فرض خلف باطل و  Sبا مينيمال بودن  S گر  يك مجموعه احاطهG  .است  

 ،باشـد  Gگـر مينـيمم   مجموعـه احاطـه   Sگـر ا ،هاي آن باشـد  مجموعه رأس Vگرافي با رأس غيرمنفرد و Gاگر نتيجه:
Vگاه آن S  گر  نيز يك مجموعه احاطهG  .است  

  

2nاز مرتبه  Gهر گراف همبند نتيجه: گر دارد، كه مكمل آن  ، يك مجموعة احاطهV S، گر نيز يك مجموعه احاطهG .است  

  گر مينيمال است.  هاي احاطه قضيه بعدي نيز يك ويژگي از مجموعه

لازم اسـت يـك    Sگاه  مجاور نباشند، آن Gاز  Sگر  مفروض است، اگر هر دو رأس در يك مجموعه احاطه Gگراف  قضيه.
  گر مينيمم باشد. گر  مينيمال باشد اما لزومي ندارد يك مجموعه احاطه مجموعه احاطه

هر رأس بايد خود آن را احاطه كند  Sپس در  ،باشد كه هر دو رأس آن مجاور نباشند Gگر  يك مجموعه احاطه Sفرض كنيم  اثبات.
S، Sز ا vدر نتيجه، به ازاي هر رأس  {v} در نتيجه طبق تعريف  ،باشد گر نمي يك مجموعه احاطهS گر مينيمـال   يك مجموعه احاطه

  است يعني لازم است مينيمال باشد.

ــد.    ــيمم باش ــدارد مين ــي ن ــا لزوم ــي  C6ام ــر م ــا   را در نظ ــريم ب گي
S {v , v , v } 1 3 گر مينيمال است. هـيچ دو رأس   ه احاطهيك مجموع 5

S .مجاور هم نيستند  

  

(G)باشد زيرا  مينيمم نمي Sاما   2 ،S {v , v }1 1 گر مينيمم  احاطه 4
  است.

  

v1

v5 v2

v4 v3

v6

v1

v5 v2

v4 v3

v6
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مجـاور   Sهايي در  رأس گر مينيمال باشد اما يك مجموعه احاطه Sباشد. ممكن است  عكس اين قضيه در حالت كلي برقرار نمي تذكر.
  هم باشند.

v1 v2

v3v4

v1 v2

v3v4
1SS  

S {v , v }1 1 S مينيمال و دو رأس مجاور نيستند.3 {v , v } 1   مينيمال و دو رأس مجاوراند.2

  مرور چند ویژگی مهم

  باشد. Gگر گراف  يك مجموعه احاطه Sفرض كنيم

G ،iSاز  iSگر براي هر مجموعه احاطهاست هرگاه،  Gگر مينيمم يك مجموعه احاطه Sگوييم  S.  

  همچنين مشاهده كرديم؛

  باشد. گر مينيمال است، اما عكس آن همواره درست نمي يك مجموعه احاطه Gگر مينيمم  هر مجموعه احاطه

و  كـه هـم مينـيمم و هـم مينيمـال اسـت      گر خـودش اسـت    طهگراف از مرتبه يك باشد، واضح است كه خودش مجموعه احا Gاگر 
(G)    كه اين يك حالت بديهي است. 1

  ايم. گري بررسي كرده هاي زير را براي عدد احاطه تا كنون ويژگي

1گاه  باشد آن nگرافي از مرتبه  Gاگر .1 (G) n  . 

2. 1(G)   1فقط اگر اگر و(G) n  . 

3. (G) n   اگر و فقط اگرG  گراف تهي از مرتبهn .باشد 

1n(Kگاه باشد آن nگراف كامل از مرتبه  nKاگر .4 ) . 

(G)1يعني اگر آيا عكس اين ويژگي درست است؟   آياG   گـراف
  است؟ nKكامل

(G)اگر ،بنابراين  nحداقل يك رأس از درجه  Gتوان گفت گراف ) مي4) و (2با توجه به ( 1 1 توانـد از   دارد پس ميn 1   يـال
n(nتا )1

  يال وقتي گراف كامل است داشته باشد. 2

  كنيم. هاي بالا را بررسي مي باشد. اما تعيين كرانه چندان ساده نمي (G)گري در حالت كلي تعيين عدد احاطه
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)هایی برای  کرانه ) گری ، عدد احاطه   

  ست.ا» ORE«اولين قضيه معروف به قضيه 

(G)1و  nگرافي از مرتبه  Gاگر   .1  2گاه  (رأس غيرمنفرد نداشته باشد) آن
n(G)      

 

  

(G)باشد كه  Gگر مينيمال براي گراف  يك مجموعه احاطه Sدر بخش قبلي ثابت كرديم كه اگر  اثبات.  V ،گاه آن 1 S  نيز يك
  . است Gگر  مجموعه احاطه

Vباشـد، مينيمـال نيـز هسـت. پـس      Gگـر مينـيمم   يك مجموعه احاطه Dحال اگر D     گـر  نيـز يـك مجموعـه احاطـهG   اسـت و
| V D | |D | (G)    در نتيجه؛  

  .n nn D V D D (G) (G) (G)2 2 2 2
               

  

While McCuaig وShepherd  نشان دادند كه اگر 1989در(G) 2  گاه  آنn(G) 2
5   وReed  نشان داد اگر 1996در(G) 3  ،

n(G)گاه  آن 3
8 .  

  

(G)1گرافي بدون رأس منفرد باشد،  Gاگر  نتيجه.  گاه،  آن(G) (G) n     
  

  n(G) (G) (G) n      2           وn(G)  2  

(G)گاه  داراي يك رأس منفرد باشد، آن Gاگر   (G)و  چرا؟ 1 n   ،در نتيجه(G) (G) n    1.  

(G)گاه  يك رأس منفرد داشته باشد آن Gبه همين ترتيب اگر  (G)و1 n   ،در نتيجه(G) (G) n    1.  

كـه   nمرتبـه   دهد براي هر گراف از گري ارائه مي بالا و هم كراني پايين براي عدد احاطه كرانيسمت را كه ترين قضيه اين ق اكنون مهم
n    كنيم. بيان مي 2

  

1؛ گاه ، آن2nباشد كه  nگرافي از مرتبه  Gاگر  قضيه.
n (G) n (G)
(G)

         
  

  

چنان  vكند. اگر  را احاطه مي Gرأس  deg(v)1، به تعداد vواضح است كه رأس  ،باشد Gاز گراف  v، درجه هر رأس deg(v)اگر  اثبات.
deg(v)انتخاب شده باشد كه  (G)  ،گاه  آنv ،(G) 1  رأسG جز  كند، به را احاطه مي n (G)  1  رأسG مانند. كه باقي مي  

كدام از  چون هيچ n (G)  1  رأسG  به وسيلهv در نتيجه  ،شوند پس حداكثر به وسيله خودشان احاطه مي ،شوند احاطه نميG 
حداكثر به وسيله   n (G) n (G)      1   شود يعني، رأس احاطه مي 1

  (G) n (G)     
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(G)براي اثبات قسمت ديگر نامساوي، فرض كنيم k  يعني ،kS {v , v ,..., v } 1 باشد. چون هر  Gگر مينيمم  مجموعه احاطه 2
ideg(vبه تعداد  ivرأس  )1  رأسG كند كه را احاطه مي، i k 1 هاي  و رأسS  همهn  رأسG كنند پس،  را احاطه مي  

   
k

i
i

deg(v ) n


 
1

1.  

iكه  iاما به ازاي هر  k 1 ،ideg(v ) (G)   1   در نتيجه: 1

  
k

i
i

n ( deg(v )) k( (G))


    
1

1 1  

  ؛بنابراين

  nn k( (G)) k
(G)

    
 

1 1  

  يعني

  n (G) n (G)
(G)

         1  

nگاه،  منتظم باشد آن kگرافي  Gاگر  :1نتيجه  kr  و(G) k  بنابراين؛  

  n (G) nk k (n )k
k

         
11  

(G)و قضيه قبلي، اگر » اور«با توجه به قضية  :2نتيجه     ؛گاه آن 1

  n n(G)
(G)

            1 2  

2تر از بزرگ (G) ،گاه بنابراين در هر گرافي كه هيچ رأس منفرد نداشته باشد آن
n باشد. نمي  

  هاي فوق، هاي تساوي در رابطه حالت

(G)مثال بزنيد كه در آن  nگرافي از مرتبه  .1 n (G)   . 

2مثال بزنيد كه در آن  nگرافي از مرتبه  .2
n(G)      

. 

1مثال بزنيد كه در آن  nگرافي از مرتبه  .3
n(G)
(G)

      
.  

rرأس ديگر وصل شده باشد  rگيريم كه شامل يك ستاره باشد يعني يك رأس كه به  را چنان در نظر مي Gگراف   n 2.  

nسپس كافي است (r ) 1 .رأس منفرد ديگر در نظر بگيريم  

rاكنون،  1  رأس توسط يك رأسv اند كـه   احاطه شدهr (G)   و
n (r ) 1 اند پس،  رأس منفرد ديگر توسط خودشان احاطه شده  

  

  (G) (n r ) n r n (G)        1 1  

v

táHn +1r

táHn - -1n rtáHn - -1n r
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(G) اگرواضح است كه     را داريم كه  nگراف تهي از مرتبه  ،0

    (G) n .  

nزوج باشد پس nفرض كنيد   . 2 k kكه  2   عددي طبيعي است. 1

  گيريم. در نظر مي k2مؤلفه گراف  kرا شامل  G در اين صورت گراف

(G)در اين گراف (G)    n(G)كنـد پـس   و هـر رأس در هـر مؤلفـه، آن مؤلفـه را احاطـه مـي       1 k   و واضـح اسـت كـه     2
n n
(G)


 1 2.  

nفرد باشد  nاگر  k 2 ها را به يك  ، پس كافي است يكي از مؤلفه1
  تبديل كنيم به صورت زير؛ 2به طول مسير 

kدكه در اين حالت نيز در تعدا n(G) k            
2 1

2   شود. گر تغييري حاصل نمي عضوهاي مجموعه احاطه 2

  k n(G) k            
2 1

2 2  

nاگر k   رسم كنيم كه، را  C4گراف kانيمتو مي 4

  

  

  

  

  n(G)  2.n(G) k  2 2
n(G) k  2 2  

nتواند مثالي باشد كه مي k2مؤلفه k) همان 3براي ( .4 k  زوج است. nيعني  ،2

  n n(G) k   
1 1 2  

  

  رسم شده است. 20از مرتبه  Gگراف سه منتظم 

  گر مينيمم براي آن پيدا كنيد. يك مجموعه احاطه

  

  

  

  

k

v1

v2 v3

x y

2a
2e

2d

2c2b

3e

3a

3b3c

3d

1c1e

1d

1b1a

.SwH IU , ýHo¬C K G4
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a}هـاي  با توجه به شكل مجموعه رأس  ,a ,a }1 2 رأس را  12 ،3
، d1 ،d2 ،d3 ،xهـاي  كنند. اكنـون فقـط رأس   كل احاطه ميمطابق ش

y ،v1 ،v2 ،v3 بـا كمـي دقـت     .هايي احاطه شوند بايد توسط رأس
Dكنيم كه مجموعه، مشاهده مي {a ,a ,a , x, t,d } 1 2 3 يك مجموعـه   1

  است. Gگر  احاطه

(G)در نتيجه     ؛قضيه قبل راز طرفي بنا ب .6
n(G)              

20 51 (G)پس  4  5 ي اسـت نشـان   كـاف  6
(G)دهيم     امكان ندارد. 5

Aاگر مجموعه  {a , b ,c ,d ,e } 1 1 1 1 Aرا در نظر بگيريم  1 {v }1 كه همين بـه ترتيـب بايـد     ،شونداقل بايد به وسيله دو رأس احاطه حد
(G)باشد كه با توجه به  6برابر  (G)بايد در نتيجه حداقل  ،براي دو زيرگراف مشابه نيز برقرار باشد  (G) ،گيريم نتيجه مي 6  6.  

  

 Path and Cycle   گری و عدد احاطه nPو  nCهای  گراف

ــر ــه  Gاگ ــي از مرتب ــ nگراف ــه رأسباش ــاي  د ك nvآنه , v ,..., v1 ــوري  برچســب 2 ــه ط ــند ب ــده باش ــذاري ش ــال گ ــه ي ــاي آن،  ك ه
n nv v , v v ,..., v v1 2 2 3 1، n    دهند. نشان مي nPنامند و به رأس مي nرا يك مسير با  Gگاه گراف  باشند آن 1

    
  
  

  

  

  

  

  
  

 

  

  

nزنيم اگر حدس مي 1 گاه، آن n
n(P ) 3

     
   

v1

v2 v3

x y

2a

2e

2d

2c2b

3e

3a

3b3c

3d

1c1e

1d

1b1a

v1 v7v5

P7 (P )� 7 =3

v1 v8v5

P8 (P )� 8 =3

P5

v1 v2 v4v3 v5

P6 (P )� 6 =2

v1

1P

v1 v2

P2 P3

v1 v2 v3

P4

v1 v2 v4v3
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ــر رأس ــا اگ ــراف يه ــه G گ nاز مرتب 3 ــا ــب v1 ،v2 ،... ،nvب ــو   برچس ــه ط ــند ب ــده باش ــذاري ش ــال گ ــه ي ــاي آن،  ري ك ه
n n nv v , v v ,..., v v , v v1 2 2 3 1   نامند. يعني يك مسير بسته يك سيكل يا دور است. مي (cycle)يا دوريك سيكل  Gگاه  باشند آن 1

  

7C6C5C4CC3 
7 3(C )   6 2(C )   5 2(C )   4 2(C )   3 1(C )   

  

3n قضيه.
n(C )      

        ،3n .  

n اثبات. q r 3  كهr 0 2.  

رأس آن را احاطـه   q3حـداكثر   nCرأس qكند. بنابراين هـر   اً سه رأس آن را احاطه ميدقيق nCدو منتظم است هر رأس nCچون
rكند. اگر مي  nدر اين صورت،  0

n(C ) q       3.  

rاگر   rيا  1  nگاه  آن 2
n(C ) q        

1 3.  

n ،اكنون بايد نشان دهيم
n(C )      3  كهn q r 3  وr 0 2.  

rابتدا فرض كنيم  باشد كه به طور دوري  vبا شروع از  nCو هر سه رأس از nCاز  vهر رأس اي شامل مجموعه S. فرض كنيم 0
  شوند. در نظر گرفته مي nCو همه در يك جهت روي

nرأس است،  qدقيقاً شامل  Sشود. چون  حاطه ميا Sبه وسيله دقيقاً يك رأس از  nCبنابراين هر رأس
n(C ) q       3 سپس .

rفرض كنيم،   rيا  1  2.  

تا در كل  ،به طور دوري در يك جهت باشد vاز شروع nCو هر سه رأس  nCاز vمجموعه شامل هر رأس Sاكنون فرض كنيم 
q 1 رأس داشته باشيم. سپس، هر رأسnC  به وسيله حداقل يك رأسS  احاطه شده است. بنابراينSگر ، يك مجموعه احاطهnC 

nاست و
n(C ) q        

1 nدر نتيجه،  .3
n(C )      3.  

  

  

  

nC ،nاگر در گراف ه.نتيج k   گاه، آن 3

  n k nk
(G)

                  
3

1 3 3  

7C 8C6C
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nمنتظم باشد و  kگرافي  Gبه طور كلي اگر  q(k ) 1 ؛گاه آن  q(k ) q
k
    

1
1  

n   به همين ترتيب،
n(P )      3، n  1  

nاگر   n   گاه آن 3 n
n(P ) (C )        3  

 (P )   را پيدا كنيد. 12

    (P )      12
12 43  

    D {v , v , v , v } 2 5 8 11  
  

  

  

  گر مينيمم و هم مينيمال است. موعه احاطهيك مج

     S {v , v , v , v , v , v } 2 4 6 7 8 10  
S .باشد است كه مينيمم نمي P12گر  يك مجموعه احاطهشكل مقابل   اگـر هـر رأس آن را حـذف كنـيم     زيـرا   ،مينيمـال اسـت   Sامـا   6

Sمثلاً، {v }   باشد. گر نمي ديگر احاطه 2

  

  

  چند ویژگی

  (G) (G) n (n )      3 1 2  

  kn(G) k (G)
k

     


4 3 1  

   
k (Caro Roditty )
k (Sohn and Yuan )
k (Xing, Sun and Chen )
k (Cao, Shi Sohn and Yuan )






7 1990
4 2009
5 2006
6 2008

  

  n (G)  12 3  

  n(G)             
213 64 2  

  n(G) (G) /      3 3 123 4 58 8  

  (G)  3       ،(G)  3 4  

v1

v2

v5 v8

v11

v4

v6 v7v2

v5 v8

v11

v9

v10

v12
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  (G)  4          v  10  

  (G)  2 5        ،(G)         
10 102 51 4 2  

  (G) (G) (G)         2 102 4 2 45  

  (G)      
16 31 6   

  

  

  

  

  

  N[v] {u, w} S {u, w} {u, w} {u, w}     
  

u

v

w



   

   

 

   



             

   



  








   

   


 



 

 
 





   

   


 



 



   

 

 

 

    

                     

    

 



 

   


    
       



 

     

  

  


  

  


  

  
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